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URNES ET PARTICULES

Mors CLESs : chaines de Markov, matrice positive irréductible,

> Il est rappelé que le jury nexige pas une compréhension exhaustive du texte. La présentation,
bien que totalement libre, doit étre organisée et le jury apprécie qu'un plan soit annoncé en
préliminaire. Lexposé doit étre construit en évitant la paraphrase et en mettant en lumiere les
connaissances, a partir des éléments du texte. 1l doit contenir des illustrations informatiques
réalisées sur ordinateur, ou, a défaut, des propositions de telles illustrations. Des pistes de
réflexion, indicatives et largement indépendantes les unes des autres, vous sont proposées
en fin de texte.

Alafin du 19™¢ sigcle et au début du suivant, la tempéte fait rage autour de la théorie cinétique
des gaz proposée par Boltzmann. La thermodynamique de I'époque postule (second principe de
la thermodynamique) qu’un systéme évolue de maniére irréversible vers un état d’état d’équilibre.
Boltzmann, convaincu de l'existence des atomes, souhaite expliquer I’évolution des grandeurs
macrospiques d'un gaz (température, pression,... ) par la dynamique des particules qui le compose.
Le probleme vient du fait que cette dynamique est par nature réversible : les équations de la phy-
sique sont inchangées si 'on renverse le temps. Boltzmann est face a un paradoxe : comment une
évolution microscopique réversible peut-elle produire une évolution macroscopique irréversible?

Considérons deux pieces A et B hermétiquement closes et de méme volume. On fait le vide
dans la piece B puis on pratique un minuscule trou dans la cloison séparant ces deux pieces et 'on
mesure I’évolution de la pression dans chacune des pieces. Il parait raisonnable de penser que la
pression va s’équilibrer.

Les physiciens P. et T. Ehrenfest (mari et femme qui ont travaillé ensemble) ont introduit un
modele simple (qui porte leur nom) qui permet de décrire 1'évolution de la pression que 'on
observe a partir d'une évolution microscopique réversible.

LE MODELE MICROSCOPIQUE

Considérons deux urnes A et B dans lesquelles sont réparties a boules numérotées de 1 a a. On
associe a une configuration, c’est-a-dire a une répartition des a boules un a -uplet x = (x, ..., x4)
ol x; = 1 sila particule i est dans I'urne A et x; = 0 sinon. Notons F 'ensemble

F={x=(xy,...,x4), pourtouti=1,...,a,x; € {0,1}}

On dit que deux configurations x et y de F sont voisines, et on note x ~ ¥, si elles ne different
que d'une coordonnée. On considere (Y;),,- la chaine de Markov sur F définie par la dynamique
suivante : lorsque la chaine est en un point x de F, elle choisit au temps suivant en un des voisins
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de x avec la probabilité uniforme. Par exemple, si a est égal a 3 et que I'on range les éléments de F
dans l'ordre suivant : :

(0,0,0) (0,0,1) (0,1,0) (1,0,0) (0,1,1) (1,0,1) (1,1,0) (1,1,1)
la matrice de transition Q est donnée par

0o 1/3 1/3 1/3 0 0 0
1/3 0 0 0 1/3 1/3 0
13 0 0 0 1/3 0 1/3
13 0 0 0 0 1/3 1/3 0
Q=1 o 13 1/3 0 0o 0 0 1/3
o 1/3 0 1/3 0 0 0 1/3
o o0 1/3 1/3 0 0 0 1/3
o 0 0 O0 1/3 1/3 1/3 0

o O O

LEMME 1.1 : LachaineY estirréductible, récurrente et périodique de période 2. La matrice Q est
bistochastique. La mesure invariante de la chaine est la mesure uniforme sur F. Le temps moyen de
retourenx € F est2%.

Cette chaine s’interprete géométriquement comme la marche aléatoire aux plus proches voisins
sur le cube unité de dimension a.

Définissons la distance d entre deux points x et y de F par le nombre de coordonnées dont ils
different :

a
d(x,y) = ) 1% - yil
i=1

Le temps moyen pour la chaine d’aller de x en y ne dépend que de la distance d(x, y). . Fixons
a et notons my = m¢ le temps d’atteinte moyen de y partant de x lorsque d(x, y) = d. La suite
(Ma)o<da<as1 Vérifie les équations suivantes :

a-d

d
mg=1+—mgy_q1+ mgy1 pour0O<d<a
a

et my = mg41 = 0. Ces équations admettent une unique solution, qui s’écrit sous la forme suivante.

PROPOSITION 1.2 : Soit

pouri=0,1,...,a-1

alors

L'URNE D’ EHRENFEST

Observer I'évolution de la chaine Y demanderait de pouvoir déterminer la position de chaque
particule ce qui est bien sur impossible. Il est par contre possible de mesurer la pression qui
est proportionnelle au nombre de particules présentes dans I'urne A. Pour simplifier certaines
expressions dans la suite, on sera amené a se placer parfois dans le cas ol a est pair. La lettre b
désignera alors toujours dans la suite I'entier a/2
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2.1. DEFINITION DE LA MATRICE DE TRANSITION

Ala chaine de Markov Y on associe le processus (X;,), a valeursdans E = {0, 1,...,a} ou X,
est la somme des coordonnées de Y,

PROPOSITION 2.1 : Le processus (X,,),, est une chaine de Markov sur E de matrice de transition

0 1 0 0 0 0 O
l/a 0 (a-1)/a 0 0 0 O
0 2/a 0 (a-2)/a ... 0 0 0
P = . . ) . . . .
0 0 0 0 ... (a=-1/ja 0 1/a
0 0 0 0 0 1 0

La chaine est irréductible, récurrente et périodique de période 2. Sa mesure invariante est la loi
binomiale %(a, 1/2)

2.2. ESPERANCE ET VARIANCE

La pression au temps n dans I'urne A est de 'ordre de P, = X;,/a. On s’interesse ici aux deux
premiers moments de cette variable aléatoire. On a donc démontré le résultat suivant.

PROPOSITION 2.2 : Posonsa=1-2/aetf=1—-4/a. Pourn eN,ona
1 1\
[E(Pn)=§+ [E(Po)—i a (1)

2
1 1 1
V) =+ (Vo) - | g7+ E(P) - 5| (87 - ) 2
(Po) 4a+((0) 4a)/5+((o) 2)ﬁ @ @
Démonstration. On raisonne par conditionnement :
E(Xp1 | Xp) = (X +1) (1 = Xp/a) + (Xp — 1) Xp/a = aX, +1

On en déduit, en prenant 'espérance, une relation de récurrence pour la suite (EP,), qui donne
immédiatement (1).
De méme,

E (X,f+1 | Xn) = (Xp+1)% (1= Xn/a) + (Xp — 1)2 Xn/a = (1 - 4/@) X2 +2X, + 1
Ceci implique
V(Pu) = BV (X,) + (4/a2) E (Py) (1= E (Py))
Reste a remplacer E (P,) par sa valeur pour obtenir le résultat annoncé. O

REMARQUE 2.3 — Le résultat (1) peut s'obtenir également en vérifiant que le vecteur transposé de
(-b-b+1---b-1b)(avec b = a/2) est vecteur propre de P associé a la valeur propre 1 —2/a

REMARQUE 2.4 — Notons 7 la fréquence de transitions par secondes. Il y a donc eu 7¢ transitions
au temps ¢. En notant v = —tlog(1 — 1/b), larelation (1) établit la loi de refroidissement de Newton
(Newton’s law of cooling) :

E(Xn) —b = (E(Xo) ~b)e™™

La relation (2) montre que la suite X,, a un comportement quasiment déterministe du méme type.
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RECONCILIATION DES THEORIES ENNEMIES

Il est temps de confronter, ou plutot d’'unifier, les points de vue thermodynamique et cinétique.
Pour cela, plusieurs estimations peuvent étre proposées, des plus naives aux plus fines.
FLUCTUATIONS AUTOUR DE LA MOYENNE SOUS LA MESURE INVARIANTE

Supposons que le temps auquel on observe la chaine soit assez grand. Au probléme de pé-
riodicité pres, laloi de X «ressemble »a la loi binomiale %(a, 1/2). On peut donc en déduire, via
le théoréme limite central ou des inégalités de concentration de la mesure pour la loi %(a, 1/2)
autour de sa moyenne, des controles de la quantité

P(X,—-bl=>r1)

Pour fixer les idées, on pourra choisir a = 10°. Le théoréme limite central montre que 'on est
pratiquement sur de trouver environ la moitié des particules dans 'urne A. Méme si pour les
physiciens, a = 10° est un petit nombre, la probabilité de trouver plus de 505000 particules dans
une urne (c’est-a-dire une fluctuation d’au moins 1% ) est inférieure a 10723, Pour m = 108, une
fluctuation d'un pour mille est aussi négligeable.

TEMPS DE RETOUR

On souhaite raffiner ce résultat en obtenant des estimations en fonction du point de départ de
la chaine, par exemple 0 et b. On définit le temps T;; de premier retour en i de la maniére suivante :

Ty =inf{n>1,X,=i|Xo =i}
ProPOSITION 3.1 : Sib = 10000 alors
E (Too) = 22909 et E (Tpp) ~ 100V

Cette proposition assure qu’il faudra attendre un temps immense avant qu’'une piéce, initiale-
ment vide, ne le redevienne!!!
ESTIMATION DU TEMPS DE REGONFLAGE DE LA ROUE

On souhaite enfin étre plus précis et obtenir des estimations des temps d’atteinte de 0 et b
partant de 0 ou b. Soit m;; le temps moyen d’atteinte de j par X partant de i Partantde i + 1, la
chaine doit passer par i pour aller en 0, donc

Mis1,0 = Mip1,i +Mip pour0<i<a 3)

Par symétrie,
Miis] = Mg—ja—i-1 = Mg_jo—Mg_j-190 pour0<0<i<a

I suffit donc de connaitre les réels (m;9); pour déterminer les réels (m;;) i Remarquons a présent

que X, = 0si et seulementsi Y, = (0,...,0). Donc le temps moyen que met X a se rendre de i a
0 est le temps moyen que met Y d’aller de n'importe quel élément de F situé a une distance i de
(0,...,0)a(o0,...,0), autrement dit ml“ La proposition 1.2 assure alors que
a—i a—i-1
Mii] = Mg_jo— Mg_j-10 = Z Q) . - Z Q) . =Qf pour0<0<i<a-1
k=1 k=1
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COROLLAIRE 3.2 : Ona

a L.
24/ ) sii=]j
i
j-1
a S
myj = Qg Sii<j
k=1
a—j-1
Z Qf sii>j
k=a-i

On suppose a présent que a est pair et on note b = a/2.

ProrosITION 3.3 : Pour touta
a(2log2-1/2)-2<myp < a(l/4+(1/2)loga) 4)

et

1 2
2401+ <Smpg <24(1+ 5)
1 a-1

2z . . . . a
Démonstration. Montrons l'estimation (5). Pour tout i, m; j+1 + My, = ﬁ Donc
i

b-1

1
mo,p + mpo = 2a Z i
i=0 ( i)

De plus, puisque myp o = myp 4, 0N a My 4 = Mo p + Mp 5 = 2° Zf;ol (a—{l) Remarquons a pré- sent, en
i

séparant les deux premiers termes de la somme des autres, que

b-1
141 <Z a: <14 +baj11
a-1 i:O(i) a-1 (2)

O

La proposition 3.3 assure que le temps mis par le systéme pour passer d'un état de total dés-
équilibre a celui d’équilibre parfait est totalement négligeable devant le temps mis pour I’évolution
inverse. Pour un nombre de particules égal a 100, m 50 est majoré par 256 tandis que msg o est de
l'ordre de 10° soit quelques mille milliards de milliards de milliards...

4. SUGGESTIONS
1. Justifier le lien entre I’évolution de la pression abordé dans I'introduction et le modele de
I'urne d’Ehrenfest.

2. Commenter et illustrer la proposition 1.2. On pourra mettre en évidence par la simulation
la vitesse de croissance de a — mg etle fait qu’a a fixé, d — m}; croit mais lentement.

Démontrer la proposition 2.1 .
Démontrer la proposition 2.2 et expliquer le sens de la remarque 2.3 .
Expliquer le sens de la section 3.1.

Démontrer la proposition 3.1 et réconcilier les théories cinétique et thermodynamique.

N o e ®

Mlustrer par la simulation les différents comportements du modele qui ont été mis en
évidence dans le texte.
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